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若整数 , ,a b c满足 2 2 2a b c+ = ，称{ }, ,a b c 为一组（广义）勾股数组，如果

勾股数组写成向量形式 ( , , )a b c ，则称该向量为一个勾股向量。 
1970 年，Hall[1]构造了如下三个有趣的矩阵，得到了如下的定理 1： 
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( , , )a b c 是任意一勾股向量，即 2 2 2a b c+ = ，则 ( , , )a b c 1F ， ( , , )a b c 2F ，

( , , )a b c 3F 仍然为勾股向量。 
定义 1：若 , ,a b c满足 2 2 2a b c+ = ，且 , ,a b c互素，我们称{ }, ,a b c 为一组本

原勾股数组，对应的向量为一个本原勾股向量。 
显然我们有如下的引理： 
引理 1：如果α = ( , , )a b c 是任意的一个本原勾股向量，那么 ,a b之中必有一

个是奇数，一个是偶数，而 c必是奇数。 
定义 2：如果正整数 , ,a b c 满足： 2 2 2a b c+ = ，且 , ,a b c 互素，并且 b 是偶

数，我们称{ }, ,a b c 为一组规范本原勾股数组，对应的向量为一个规范本原勾股

向量。             
1  规范本原勾股向量的表示 

记H ={ }( , , ) ( , , )a b c a b c 是规范本原向量 。 

定理 2： H =
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都是奇数，k与m互素 。 

证 明 ： 设 0, ,k m k m> > 都是奇数，k与m互素 。 容 易 验 证
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可以推出 p m ，因此奇素

数 p 是 k 和 m 的公因子，与 k 和m 互素矛盾。若 p m ，由
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可以推出

p k ，因此奇素数 p 是 k 和 m 的公因子，与 k 和 m 互素矛盾。所以
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都是奇数，k与m互素 ⊂ H 。 

另外一方面，如果{ }, ,a b c ∈ H ，则根据定义有 , ,a b c是互素的正整数，b 是

偶数，并且 2 2 2a b c+ = 。由引理 1 又可得 ,a c 是奇数。由 2 2 2a b c+ = 可得

( )( )2a c b c b= + − ，令 c b− = 2m t ，其中m t和 都是正奇数，并且 t 无平方因子。

则 c b+ = 2k t ， k 是某个大于 m 的正奇数。因此 a kmt= ，
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= 。由 , ,a b c 是互素的正整数，可以推出 1t = ，所以 a km= ，
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= 。 又 , ,a b c 是 互 素 ， 必 有 k 和 m 互 素 。 从 而
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都是奇数，k与m互素 ， 即 有
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综上，有H =
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设Q = ( ){ }, ' 0, ,k m k m k m> > 都是奇数，k与m互素 。 

作一个 H →Q的映射 f （
2 2 2 2

( , , )
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）= ( ), 'k m 。容易验证 f 是

H 到Q的一一映射。 
容易验证下面定理成立。 

定理 3： f （
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f （ (3, 4,5)）= ( )3,1 '。 

再作如下 3 个Q→Q的映射： 
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则 1g ， 2g ， 3g 有逆映射： 1g 1− '
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记W = { }{ }1 2
1 2 1 2 3, , , , , 0ntt t

n i i iA A X X X X F F F t Z t= ∈ ∈ ≥" 。 
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定理 4：设 ( , , )a b c 是任意一个规范本原勾股向量，并且 5c ≥ ，则存在

A ∈W ，使得 ( , , )a b c = ( )3, 4,5 A。另外，任意 A ∈W ，则 ( , , )a b c = ( )3, 4,5 A为

规范本原勾股向量，并且 5c ≥ 。 
证明：任意 A∈W ，由定理 1 可得 ( , , )a b c = ( )3, 4,5 A为本原勾股向量。容

易验证 ( , , )a b c 是规范本原勾股向量，并且 5c ≥ 。 
设 ( , , )a b c 是任意一个规范本原勾股向量，并且 5c ≥ 。设 f （ ( , , )a b c ）
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成 立 ， 此 时 令

1 1 1( , , )a b c = ( , , )a b c 1
1F − ，有 f （ 1 1 1( , , )a b c ） ≺ f （ ( , , )a b c ）成立；若
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成立，此时

令 1 1 1( , , )a b c = ( , , )a b c 1
2F − ，有 f （ 1 1 1( , , )a b c ） ≺ f （ ( , , )a b c ）成立。即无论

', 'k m 取什么值，均存在 1X （ 1X { }1 2 3, ,F F F∈ ），令 1 1 1( , , )a b c = ( , , )a b c 1
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（ iX { }1 2 3, ,F F F∈ ），使得 ( , , )a b c 1
1X − 1

2X − " 1
nX − = ( )3, 4,5 。所以存在

1 2, , , nX X X" （ iX { }1 2 3, ,F F F∈ ），使得 ( , , )a b c = ( )3, 4,5 1 1n nX X X− " ，故存

在 A∈W ，使得 ( , , )a b c = ( )3, 4,5 A。 

引理 2：设 ( , , )a b c ， 1 1 1( , , )a b c 是任意两个（可以相等）规范本原勾股向

量，则任意 ,i jF F ( )1, ,3, 1, ,3,i j i j= = ≠" " 有 ( , , )a b c iF ≠ 1 1 1( , , )a b c jF 。 
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若 ( , , )a b c 1F = 1 1 1( , , )a b c 2F ，则
2k m

k
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 1 1

1

2k m
k
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

，从而 1k k= ，
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若 ( , , )a b c 1F = 1 1 1( , , )a b c 3F ，则
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若 ( , , )a b c 2F = 1 1 1( , , )a b c 3F ，则
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同理可证明若 ( , , )a b c 2F = 1 1 1( , , )a b c 1F ， ( , , )a b c 3F = 1 1 1( , , )a b c 1F 与

( , , )a b c 3F = 1 1 1( , , )a b c 2F 都会导出矛盾。 
综上，任意 ,i jF F ( )1, ,3, 1, ,3,i j i j= = ≠" " 有 ( , , )a b c iF ≠ 1 1 1( , , )a b c jF 。 
由引理 2 容易得到如下的引理 3。 
引理 3：设 ( , , )a b c ， 1 1 1( , , )a b c 是任意两个规范本原勾股向量，若

,i jF F ( )1, ,3, 1, ,3i j= =" " 使得 ( , , )a b c iF = 1 1 1( , , )a b c jF 成立，  则必有

( , , )a b c = 1 1 1( , , )a b c ，及 i jF F= 成立。 

定理 5：设 ( , , )a b c 是任意一个规范本原勾股向量，并且 5c ≥ ，则存在惟一

的 A∈W ，使得 ( , , )a b c = ( )3, 4,5 A。 

证明：：设 ( , , )a b c 是任意一个规范本原勾股向量，并且 5c ≥ 。由定理 4
知，存在 A∈W ，使得 ( , , )a b c = ( )3, 4,5 A。下面证明惟一性。 



假 设 B ∈ W ， 也 使 得 ( , , )a b c = ( )3, 4,5 B 。 设 A = 1 2 mX X X"
（ iX { }1 2 3, ,F F F∈ ） ， B  = 1 2 nYY Y" （ jY { }1 2 3, ,F F F∈ ） ， 则

( )3, 4,5 1 2 mX X X" = ( )3, 4,5 1 2 nYY Y" 。若 m n> ，由引理 3 有 mX = nY ，且

( )3, 4,5 1 2 1mX X X −" = ( )3, 4,5 1 2 1nYY Y −" ；不断利用引理 3 可得 mX = nY ，

1mX − = 1nY − ，"， 1m nX − + = 1Y 及 ( )3, 4,5 1 2 m nX X X −" = ( )3, 4,5 成立。又容易验证

1 2 m nX X X −" = ( )3, 4,5 是不可能成立的，所以m n> 不可能成立。同理可证 n m>

不可能成立，故有 m n= 。当 m n= 时，不断利用引理 3 可得 mX = nY ，

1mX − = 1nY − ，"， 1X = 1Y ，所以 1 2 mX X X" = 1 2 nYY Y" ，从而 A = B 。 

综上，若 ( , , )a b c 是任意一个规范本原勾股向量，并且 5c ≥ ，则存在惟一的

A∈W ，使得 ( , , )a b c = ( )3, 4,5 A。 

引理 4： ( )1,0,1 = ( )3, 4,5 1
1F − 。 

记 1G = { 1D = [1,1,1]diag ， 2D = [ 1,1,1]diag − ， 3D = [1, 1,1]diag − ，

4D = [1,1, 1]diag − ， 5D = [ 1, 1,1]diag − − ， 6D = [ 1,1, 1]diag − − ， 7D = [1, 1, 1]diag − − ，

8D = }[ 1, 1, 1]diag − − − 。 

定理 6：设 ( , , )a b c 是任意一个本原勾股向量，并且 5c ≥ ，则存在惟一的一

组矩阵 A，C （ A∈W ，C ∈ 1G ），使得 ( , , )a b c = ( )3, 4,5 A C 。 

证明：先证明存在性：设 ( , , )a b c 是任意一个本原勾股向量，并且 5c ≥ 。

显然存在C ∈ 1G ，使得 ( , , )a b c C 为规范本原勾股向量，由定理 5 可得，存在

A ∈ W ， 使 得 ( , , )a b c C = ( )3, 4,5 A 。 注 意 到 C 1− = C ， 所 以 有

( , , )a b c = ( )3, 4,5 A C 成立。 

再证明惟一性：假设 1A ∈W ， 1C ∈ 1G 也使得 ( , , )a b c = ( )3, 4,5 1A 1C 成立，

则 有 ( )3, 4,5 A C = ( )3, 4,5 1A 1C ， 因 此 ( )3, 4,5 A = ( )3, 4,5 1A 1C C 。 设

( )3, 4,5 A ( ), ,x y z= ， ( )3, 4,5 1A ( )1 1 1, ,x y z= ，由定理 4 知 0, 0, 0x y z> > > ，

1 1 10, 0, 0x y z> > > ，而 1C C 为主对角线元素是 1 或 -1 的对角矩阵，所以

( )3, 4,5 A = ( )3, 4,5 1A ，再由定理 5 得 A = 1A ，从而 1C C = 3E （3 阶单位阵），故

1C =C 。惟一性得到证明。 
由引理 4 和定理 6 可以得到如下的定理： 
定理 7：设 ( , , )a b c 是任意一个本原勾股向量，则存在惟一的一组矩阵 A，

C （ A∈W 或者 A = 1
1F − ，C ∈ 1G ），使得 ( , , )a b c = ( )3, 4,5 A C 。 

推论：（1）设 ( , , )a b c ， ( ', ', ')a b c 是任意两个本原勾股向量，则 存在 A，

C ， 1A ， 1C （ A ∈W 或者 A = 1
1F − ， 1A ∈W 或者 1A = 1

1F − ，C ， 1C ∈ 1G ），使

得 ( ', ', ')a b c = ( , , )a b c C A 1−
1A 1C 。 

（2）设 ( , , )a b c 是任意一个本原勾股向量， ( ', ', ')a b c 是任意一个勾股向

量，则 存在 A ，C ， 1A ， 1C （ A ∈W 或者 A = 1
1F − ， 1A ∈W 或者 1A = 1

1F − ，

C ， 1C ∈ 1G ）及 p Z∈ ，使得 ( ', ', ')a b c = p ( , , )a b c C A 1−
1A 1C 。 



（3）设 ( , , )a b c 是任意一个不为 0 的勾股向量， ( ', ', ')a b c 是任意一个勾股

向量，则 存在 A，C ， 1A ， 1C （ A ∈W 或者 A = 1
1F − ， 1A ∈W 或者 1A = 1

1F − ，

C ， 1C ∈ 1G ）及 p Z∈ 和q Z∈  ，使得 ( ', ', ')a b c = p
q

( , , )a b c C A 1−
1A 1C 。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 


